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Abstract
We call a finite-dimensional complex Lie algebra g strongly rigid if its universal enveloping al-
gebra Ug is rigid as an associative algebra, i.e., every formal associative deformation is equivalent
to the trivial deformation. In quantum group theory this phenomenon is well known to be the case
for all complex semisimple Lie algebras. We show that a strongly rigid Lie algebra, over a field of
characteristic 0, has to be rigid as Lie algebra, and that in addition its second scalar cohomology
group has to vanish (which excludes nilpotent Lie algebras of dimension greater or equal than two).
Moreover, using Kontsevitch’s theory of deformation quantization we show that every polynomial
deformation of the linear Poisson structure on g∗ which induces a nonzero cohomology class of a
complex Lie algebra g leads to a nontrivial deformation of Ug. Hence every Poisson structure on
a vector space which is zero at some point and whose linear part is a strongly rigid Lie algebra is
therefore formally linearizable in the sense of A. Weinstein. Finally we provide examples of rigid
Lie algebras which are not strongly rigid, and give a classification of all strongly rigid Lie algebras
up to dimension 6.
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1. Introduction
Dans la théorie des groupes quantiques de Drinfel’d (voir [17] ou [30]), on considère en
particulier les algèbres enveloppantes quantiques Uhg d’une algèbre de Lie (g, [, ]) sur un
corps K (généralement algébriquement clos et de caractéristique zéro). Ces algèbres sont
des déformations formelles de l’algèbre enveloppante Ug de g en tant qu’algèbre de Hopf.
Dans la plupart des exemples, introduits par Drinfel’d [16] et Jimbo [29], g est une algèbre
de Lie semi-simple complexe de dimension finie. Dans ce cas, la déformation formelle
de la structure associative de Ug, au sens de Gerstenhaber [21], dans Uhg (ainsi que pour
toute autre déformation associative) est une déformation triviale, c.-à-d. isomorphe à Ug
(voir par exemple [30, p. 430]). En revanche, la comultiplication cocommutative de Ug se
déforme en une comultiplication non cocommutative dans Uhg. Ceci signifie que Ug est
une algèbre associative rigide, mais non rigide comme algèbre de Hopf. Pour les algèbres
associatives et de Hopf de dimension finie voir [35] et [36].
En outre, le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt permet de regarder l’algèbre enve-
loppante Ug elle-même comme une « déformation », en général non commutative, de
l’algèbre symétrique Sg. Cette dernière algèbre est isomorphe à l’algèbre des fonctions
polynômiales sur l’espace dual g∗ de g et est munie d’une structure d’algèbre de Pois-
son (provenant de la structure de Poisson linéaire P0 sur g∗ induite par le crochet de Lie
de g). La déformation Sg Ug a été précisée par Gutt [26] dans la théorie de quantifi-
cation par déformation de Bayen, Flato, Frønsdal, Lichnerowicz et Sternheimer [3]. Dans
cette théorie, on construit des déformations associatives formelles, dites star-produits ∗,
de l’algèbre C∞(M) de toutes les fonctions à valeurs complexes de classe C∞ sur une
variété de Poisson. Kontsevitch a réexaminé cette déformation de Sg dans le cadre d’une
formule universelle pour un star-produit sur Rn muni d’une structure de Poisson arbitraire
(voir [32]). L’équivalence de la déformation de Kontsevitch et celle de Gutt à été démontrée
par Dito [13].
La classification des star-produits à été donnée par Kontsevitch en termes de classes de
difféomorphie formelles des structures de Poisson formelles : il s’agit des déformations
formelles des structures de Poisson elles-mêmes. En géométrie différentielle, ces déforma-
tions (C∞ ou formelles) ont été implicitement étudiées dans la théorie de linéarisation des
structures de Poisson de Weinstein [44, p. 537] : on y a surtout étudié le cas où la structure
de Poisson s’annule en un point et est linéarisable dans le sens qu’elle est isomorphe à
sa partie linéaire. En outre, une formule pour la déformation formelle d’une structure de
Poisson de façon que les feuilles symplectiques restent les mêmes a été établie par Lecomte
(voir [33, p. 165]).
Toutes ces considérations nous ont amenés à poursuivre deux objectifs essentiels dans
une partie de [39] et dans cet article :
D’une part, étudier les déformations associatives formelles des algèbres enveloppantes,
principalement à l’aide de la déformation de la structure de Poisson linéaire sur g∗ et de la
formule universelle de Kontsevitch.
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c.-à-d. dont l’algèbre enveloppante Ug est rigide dans le sens qu’elle n’admet que des
déformations triviales comme algèbre associative.
On a obtenu les résultats principaux suivants :
1. À toute déformation polynômiale formelle non triviale de la structure de Poisson li-
néaire provenant d’une algèbre de Lie complexe g de dimension finie on peut associer
une déformation non triviale de son algèbre enveloppante Ug, voir le théorème 6.1.
Pour le démontrer, on construit d’abord une déformation formelle à deux paramètres
de l’algèbre symétrique Sg d’après Kontsevitch et on montre sa convergence par rap-
port au premier paramètre.
2. Nous avons montré, indépendamment de la théorie de Kontsevitch, les deux théorèmes
suivants pour le cas plus général d’un corps K de caractéristique 0 :
– Si l’algèbre de Lie g n’est pas rigide, alors Ug n’est pas rigide non plus, voir
théorème 4.1. Ceci justifie la notion ‘fortement rigide’ et nous permet d’utiliser
les résultats sur la rigidité des algèbres de Lie obtenus par R. Carles, Y. Diakité,
M. Goze et J.M. Ancochea-Bermúdez dans [1,4,6,24].
– Si le deuxième groupe de cohomologie scalaire, H2CE(g,K), de l’algèbre de Lie g
ne s’annule pas, alors Ug n’est pas rigide, voir théorème 4.2. Ce critère montre par
exemple que les algèbres de Lie nilpotentes de dimension 2 ne sont pas fortement
rigides.
Dans ces deux résultats, qui se déduisent du théorème 6.1 dans le cas complexe, l’al-
gèbre déformée est construite directement en termes de générateurs et relations.
3. En plus des exemples déjà connus comme la classe des algèbres de Lie semi-simples
et l’algèbre non abélienne r2 de dimension 2, on a établi la forte rigidité des algèbres
affines gl(m,K)×Km (voir le théorème 3.3). Une preuve plus géométrique a été indé-
pendamment obtenue par Dufour et Zung [19] dans le cadre des structures de Poisson
linéarisables. Pour tous ces exemples, nous avons vérifié la nullité du deuxième groupe
de cohomologie H2CE(g,Sg) qui est toujours isomorphe au deuxième groupe de coho-
mologie de Hochschild H2H (Ug,Ug) d’après un théorème de H. Cartan et S. Eilenberg.
4. Notre principal théorème 6.1 nous permet d’exclure quelques algèbres de Lie rigides
de la liste des fortement rigides, par exemple les sommes semi-directes t1 × n5,6 (al-
gèbre de Lie résoluble) et sl(2,C)× n3 (où n3 est l’algèbre de Heisenberg). Ainsi, on
obtient la classification des algèbres de Lie fortement rigides jusqu’en dimension 6 :
{0}, K, r2, sl(2,K), gl(2,K), sl(2,K)× r2,
sl(2,K)× sl(2,K), gl(2,K)×K2.
5. Du théorème 6.1, on en déduit également que toute structure de Poisson dont la partie
linéaire correspond à une algèbre fortement rigide est formellement linéarisable.
Dans cet article, on consacre le deuxième paragraphe aux rappels de quelques générali-
tés concernant la théorie des déformations, la cohomologie, la rigidité et les structures de
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nit quelques exemples au moyen d’un calcul cohomologique. Le paragraphe 4 est consacré
aux propriétés des algèbres de Lie fortement rigides, notamment à la démonstration du
théorèmes 4.1 et 4.2 mentionnés ci-dessus. Dans le paragraphe 5, on rappelle la théorie de
la quantification par déformation et la formule universelle de Kontsevitsch pour une défor-
mation de C∞(M) pour toute variété de Poisson M . Après avoir rappelé la construction
de Gutt et de Dito, on démontre notre théorème principal 6.1 mentionné ci-dessus. Dans
le paragraphe 6, on donne la classification des algèbres de Lie fortement rigides de dimen-
sion inférieure ou égale à six. On en déduit également quelques remarques à propos du
problème de linéarisation des structures de Poisson en paragraphe 7.
2. Généralités
1. Soient K un anneau commutatif unitaire et g une algèbre de Lie sur K . On note par
Ug l’algèbre enveloppante associée à g. Rappelons qu’une g-représentation (à gauche) de
g est un K-module M et un K-homomorphisme
g ⊗K M →M :x ⊗ a → xa (2.1)
tel que x(ya) − y(xa) = [x, y]a. Tout Ug-bimodule M est un g-module par (x,m) →
xm−mx, noté Ma .
Soit K = K un corps. On désigne par SV l’algèbre symétrique sur le K-module V . Si
Q ⊂ K, il existe une bijection canonique ω :Sg → Ug donnée par
ω(x1 · · ·xn) := 1
n!
∑
σ∈Sn
xσ(1) · · ·xσ(n) (2.2)
(où x1, . . . , xn ∈ g et Sn est le groupe des permutations de {1, . . . , n}) qui est un isomor-
phisme de g-modules entre Sga et Uga (voir par exemple [15, pp. 78–79]).
2. Les premiers travaux sur les déformations des algèbres remontent aux années 60.
L’article de M. Gerstenhaber [21] fournit l’outil de ces déformations sur la base des séries
formelles qu’on rappelle ci-dessous.
Désormais K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit K[[t]]
l’anneau des séries formelles à coefficients dans K. Pour chaque K-espace vectoriel E
on note E[[t]] le K[[t]]-module de toutes les séries formelles à coefficients dans E.
Soit (A,µ0) une K-algèbre associative (respectivement de Lie). Alors (A[[t]],µ0) est une
K[[t]]-algèbre associative (respectivement de Lie).
Définition 2.1. (a) On appelle déformation associative (respectivement d’une algèbre de
Lie) formelle deA une K[[t]]-algèbre associative (respectivement de Lie) (A[[t]],µt ) avec
µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + · · · + tnµn + · · · ,
où µn ∈ HomK(A⊗K A,A) (respectivement µn ∈ HomK(A∧K A,A).
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isomorphisme formel
ϕt = ϕ0 + ϕ1t + · · · + ϕntn + · · · ,
avec ϕ0 = IdA (l’application identité de A) et ϕn ∈ HomK(A,A) tel que
µ′t (a, b) = ϕ−1t
(
µt
(
ϕt (a),ϕt (b)
)) ∀a, b ∈A.
(c) Une déformation de A est dite triviale si elle est équivalente à (A[[t]],µ0).
(d) Une algèbre associative (respectivement de Lie) A est dite rigide si toute déforma-
tion de A est triviale.
3. La théorie des déformations est intimement liée à la cohomologie de Hochschild
dans le cas des algèbres associatives et à la cohomologie de Chevalley–Eilenberg dans le
cas des algèbres de Lie. On désigne par HnH (A,M) le n-ième groupe de cohomologie de
Hochschild d’une algèbre associative A à valeurs dans un bimodule M et par HnCE(g,M)
le nième groupe de cohomologie de Chevalley–Eilenberg d’une algèbre de LieA à valeurs
dans un g-module M. Le deuxième groupe de cohomologie de Hochschild d’une algèbre
associative (respectivement cohomologie de Chevalley–Eilenberg d’une algèbre de Lie) à
valeurs dans l’algèbre correspond à l’espace des déformations infinitésimales. Pour notre
étude, les assertions suivantes sont importantes (voir [21,22,38]) :
Proposition 2.1. Soit A (respectivement g) une algèbre associative (respectivement une
algèbre de Lie).
(a) Si le deuxième groupe de cohomologie de Hochschild, H2H (A,A) (respectivement de
Chevalley–Eilenberg, H2CE(g,g)) s’annule, alors l’algèbre A (respectivement g) est
rigide.
(b) D’un autre coté, si µ0 + tµ1 + · · · est une déformation de A (respectivement de g) et
si A (respectivement g) est rigide, alors le 2-cocycle µ1 est toujours un 2-cobord de
la cohomologie de Hochschild (respectivement de Chevalley–Eilenberg).
(Voir [30, p. 430] pour une démonstration.) La réciproque de l’assertion (a) est fausse, il
existe des exemples d’algèbres de Lie rigides dont le deuxième groupe de cohomologie est
non nul (voir [41,42]). Le problème est encore ouvert en caractéristique 0 pour les algèbres
associatives (voir [23] pour un exemple en caractéristique p).
Le troisième groupe de cohomologie quand à lui correspond à l’espace des obstructions
pour l’extension d’une déformation d’ordre n à une déformation d’ordre n+ 1 [21,22,38].
4. Le théorème classique suivant dû à H. Cartan et S. Eilenberg [7, p. 277] fait le
lien entre la cohomologie de Hochschild de l’algèbre enveloppante à valeurs dans un
Ug-bimodule M (en particulier M = Ug) et la cohomologie de Chevalley–Eilenberg de
l’algèbre de Lie à valeurs dans le même module.
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HnH (Ug,M)  HnCE(g,Ma) ∀n ∈ N.
En particulier, si Q ⊂ K on a pour tout n ∈ N
HnH (Ug,Ug)  HnCE(g,Uga)  HnCE(g,Sga) 
∞⊕
k=0
HnCE
(
g,Skga
)
.
5. Le théorème de Hochschild et Serre [28,34] suivant fournit une factorisation des
groupes de cohomologie de Chevalley–Eilenberg :
Théorème 2.2. Soient g une algèbre de Lie de dimension finie, M un g-module de di-
mension finie sur K, n un idéal de g et b une sous-algèbre supplémentaire de n, réductive
dans g, telle que le b-module induit surM soit semi-simple, alors pour tout entier positif p
on a
HpCE(g,M) 
∑
i+j=p
HiCE(b,K)⊗ HjCE(n,M)b
où HjCE(n,M)b désigne le sous-espace de tous les éléments invariants par b.
6. Une algèbre de Poisson (A, ·, {, }) est une algèbre associative commutative A sur K
munie d’un crochet de Lie {, } :A × A → A vérifiant l’identité de Leibniz {h,fg} =
{h,f }g + f {h,g}, pour tout f,g,h ∈A. Une variété M est dite variété de Poisson si l’al-
gèbre des fonctions C∞(M) est munie d’une structure de Poisson, voir [43] pour les détails.
Dans ce cas, le crochet de Poisson est déterminé par une application bilinéaire antisymé-
trique sur le fibré cotangent T ∗M de M , c’est à dire un champ de tenseurs antisymétriques
P ∈ Γ ∞(M,Λ2TM) (avec TM le fibré tangent de M) tel que
{f,g} = P(df, dg) =
∑
i,j
P ij ∂if ∂jg (2.3)
avec ∂i (1 i  n) la dérivation ∂∂xi où (x
1, . . . , xn) sont des coordonnées locales sur M
et P ij sont des fonctions locales C∞ définies par P ij := {xi, xj }. Le champ de tenseurs P
est appelé bivecteur de Poisson.
Toute structure de Poisson sur M est équivalente à la donnée d’un bivecteur P ∈
Γ ∞(M,Λ2TM) vérifiant, dans toute carte,
n∑(
P ih∂hP
jk + P jh∂hP ki + P kh∂hP ij
)= 0. (2.4)h=1
M. Bordemann et al. / Journal of Algebra 285 (2005) 623–648 6297. Soient M une variété différentiable, T iM := Γ ∞(M,ΛiTM) l’espace des champs
de tenseurs antisymétriques de degré i ∈ N, T 0M := C∞(M) et TM = (⊕n0 T iM,∧)
l’algèbre des multivecteurs sur M .
Pour tout X,Y1, . . . , Yp ∈ T 1M l’opérateur dérivée de Lie associé est défini par
[X,Y1 ∧ · · · ∧ Yp] =
p∑
i=1
Y1 ∧ · · · ∧ [X,Yi] ∧ · · · ∧ Yp. (2.5)
On définit pour X1, . . . ,Xp ∈ T 1M et Q ∈ TM une extension de la dérivée de Lie, appelée
crochet de Schouten, définie par :
[X1 ∧ · · · ∧Xp,Q]s =
p∑
i=1
(−1)i+1 X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧Xp ∧ [Xi,Q] (2.6)
avec X̂i signifiant que Xi est omis.
Le crochet de Schouten [ , ]s :T pM × T qM → T p+q−1M vérifie les propriétés sui-
vantes :
[P,Q]s = −(−1)(p−1)(q−1)[Q,P ]s , (2.7)
[P,Q∧R]s = [P,Q]s ∧R + (−1)pq+qQ∧ [P,R]s , (2.8)
0 = (−1)(p−1)(r−1)[P, [Q,R]s]s + (−1)(q−1)(p−1)[Q, [R,P ]s]s
+ (−1)(r−1)(q−1)[R, [P,Q]s]s . (2.9)
L’algèbre des multivecteurs TM munie du crochet de Schouten est une super-algèbre de
Lie. En particulier, on a les formules suivantes en coordonnées locales :
(a) Soient P = 12
∑
i,j P
ij ∂i ∧ ∂j (∈ T 2M) et Q = 12
∑
i,j Q
ij ∂i ∧ ∂j (∈ T 2M). Il vient :
[P,Q]s =
∑
i,j,k,h
(
P ih∂hQ
jk + P kh∂hQij + P jh∂hQki
+Qih∂hP jk +Qkh∂hP ij +Qjh∂hP ki
)
∂i ∧ ∂j ∧ ∂k. (2.10)
(b) Soient P = 12
∑
i,j P
ij ∂i ∧ ∂j (∈ T 2M) un champ de bivecteurs et A = ∑i Ai∂i
(∈ T 1M) un champ de vecteurs. Il vient :
[P,A]s =
∑
i,j,k
(
P ik∂kA
j + P kj ∂kAi − P ij ∂kAk
)
∂i ∧ ∂j . (2.11)
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de Schouten [P,P ]s = 0. Il s’ensuit que l’opérateur δP := [P, ]s est de carré nul et déter-
mine la structure d’un complexe sur TM dont la cohomologie est appelée cohomologie de
Poisson.
Soit Pt :=∑∞a=0 taPa une série formelle de champs de bivecteurs, c.-à-d. Pa ∈ T 2M
quel que soit a ∈ N. Pt est dite structure de Poisson formelle sur M lorsque [Pt ,Pt ]s = 0
ce qui est équivalent à ∑
b,c0
b+c=a
[Pb,Pc]s = 0 ∀a ∈ N. (2.12)
En particulier, [P0,P0]s = 0, alors P0 est une structure de Poisson sur M . La série Pt
est dite déformation formelle de la structure de Poisson P0. Pour a = 1, l’équation (2.12)
donne 0 = [P0,P1]s , donc le champ de bivecteurs P1 est toujours un cocycle de la coho-
mologie de Poisson.
8. Soit (g, [, ]) une algèbre de Lie de dimension finie n sur un corps K et g∗ son dual
algébrique. L’algèbre symétrique Sg s’identifie de manière naturelle à l’algèbre des fonc-
tions polynômiales sur g∗. La structure de g permet de définir le crochet de Poisson linéaire
sur g∗ :
{f,g}(x) := x([df (x), dg(x)])
avec f,g ∈ Sg et x ∈ g∗. Soient (ei)i=1,...,n une base de g, (ei)i=1,...,n sa base duale et
x =∑ni=1 xiei ∈ g∗, {f,g} = P0(df, dg) avec P0 le bivecteur défini par
P0 = 12
∑
i,j
P
ij
0 ∂i ∧ ∂j où P ij0 (x) =
∑
k
Ckij xk (2.13)
avec Ckij les constantes de structure de g.
Il s’ensuit que (Sg, ·, {, }) est une algèbre de Poisson.
9. Toute cochaîne de Chevalley–Eilenberg dans HomK(Λkg,Sg) s’identifie de façon
naturelle à un champ de multivecteurs dans T k(g∗). Les deux formules suivantes qui se
déduisent par un calcul direct caractérisent la liaison entre l’opérateur cobord δCE de la
cohomologie de Chevalley–Eilenberg et celui de la structure de Poisson linéaire.
Lemme 2.1. Soit φ ∈ HomK(Λkg,Sg) ∼= Λkg∗ ⊗ Sg ⊂ T k(g∗) et soit i(ei) :Λ•g →
Λ•−1g le produit intérieur.
δCEφ(x) =
∑
i,j,k
C
j
ikxj e
i ∧ ∂
∂xk
φ(x)− 1
2
∑
i,k,l
Cikle
k ∧ el ∧ i(ei)
(
φ(x)
)
, (2.14)
δCEφ = [P0, φ]s . (2.15)
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Dans ce paragraphe on introduit la notion de forte rigidité avec quelques exemples. Le
corps K est de caractéristique nulle.
Définition 3.1. Une algèbre de Lie g est dite fortement rigide si son algèbre envelop-
pante Ug est rigide comme algèbre associative.
Une algèbre de Lie g est dite infinitésimalement fortement rigide si le deuxième groupe
de cohomologie H2CE(g,Sg) s’annule.
La proposition suivante est une conséquence immédiate de la proposition 2.1 et du théo-
rème de Cartan–Eilenberg (2.1) :
Proposition 3.1. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie. Si g est infinitésimalement
fortement rigide, alors elle est fortement rigide.
Tous les exemples qui suivent correspondent à des algèbres de Lie infinitésimalement
fortement rigides. On calcule le deuxième groupe de cohomologie H2CE(g,Sg) à l’aide du
théorème de Hochschild–Serre (2.2) appliqué à tous les groupes H2CE(g,Skg).
L’algèbre de Lie de dimension 1 est infinitésimalement fortement rigide car H2CE(K,
SkK) = {0}.
3.1. Algèbres de Lie semi-simples
D’après les lemmes de Whitehead, le premier et le deuxième groupe de cohomologie
d’une algèbre de Lie semi-simple g à valeurs dans tout K-module de dimension finie sont
triviaux. Par conséquent, H 2CE(g,Skg) = {0}, ∀k ∈ N. Ceci assure, pour le cas particulier
k = 1, la rigidité de l’algèbre de Lie. D’après ce qui précède on a le théorème classique
(voir [30, p. 426]) :
Théorème 3.1. Toute algèbre de Lie semi-simple de dimension finie est infinitésimalement
fortement rigide.
3.2. Sommes directes de semi-simples et d’autres
Théorème 3.2. Soit f une algèbre de Lie de dimension finie qui est infinitésimalement
fortement rigide et s une algèbre de Lie semi-simple de dimension finie.
Alors la somme directe g := f ⊕ s est infinitésimalement fortement rigide.
Démonstration. D’après le théorème de Hochschild–Serre (2.2) et les lemmes de White-
head on a
H2CE(g,Sg) ∼= H2CE(f,Sga)s ∼= H2CE(f,Sf ⊗ Ss)s ∼= H2CE(f,Sfa)⊗ (Ss)s ∼= {0}
et g est infinitésimalement fortement rigide. 
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Corollaire 3.1. La somme directe d’une algèbre de Lie semi-simple s de dimension finie
et de l’algèbre de Lie de dimension 1 est infinitésimalement fortement rigide.
Par exemple, l’algèbre de Lie gl(m,K) est infinitésimalement fortement rigide quel que
soit m ∈ N.
3.3. L’algèbre gl(m,K)×Km
Soit m un entier strictement positif, a l’algèbre de Lie gl(m,K), n l’espace vectoriel Km
et g la somme semi-directe a⊕ n (où le crochet est défini par [φ + v,φ′ + v′] := [φ,φ′] +
φv′ − φ′v).
Théorème 3.3. Avec les définitions mentionnées ci-dessus on a
H0CE(n,Sg)a ∼= K et HkCE(n,Sg)a ∼= {0} ∀k ∈ N, k  1.
Il s’ensuit que
HkCE(g,Sg) ∼= HkCE(a,K).
En particulier, H2CE(g,Sg) ∼= {0}, donc g est infinitésimalement fortement rigide.
Démonstration. Puisque a est une sous-algèbre réductive dans g, le théorème de
Hochschild–Serre 2.2 s’applique et donne la décomposition
HkCE(g,Sg) ∼=
k⊕
r=0
Hk−rCE (a,K)⊗K HrCE(n,Sg)a.
Pour calculer les groupes de cohomologie HrCE(n,Sg)a il faut considérer les espaces
des r-cochaînes a-invariantes, HomK(Λrn,Sg)a. Évidemment, Sg ∼= Sa ⊗K Sn, et on
a HomK(Λrn,S lg) =⊕li=0 HomK(Λrn,S ia⊗K S l−in). Puisque a = HomK(n,n), alors
S ia ⊂ HomK(n,n)⊗i = HomK(n⊗i ,n⊗i ), donc
HomK
(
Λrn,S ia ⊗K S l−in
)a ⊂ HomK(n⊗(i+r),n⊗(i+l−i))a.
Soit f ∈ HomK(n⊗(i+r),n⊗l )a ∼= (n⊗l ⊗K n∗⊗(i+r))a. En particulier, f est invariant par
l’application identité 1 ∈ a. Puisque 1.g = lg pour tout g ∈ n⊗l et 1.h = −(r + i)h pour
tout h ∈ n∗⊗(r+i), alors f ne peut être non nul que si r + i = l, donc HomK(Λrn,S lg)a =
HomK(Λrn,S l−ra ⊗ Srn)a. Puisque l’algèbre commutative Sg s’identifie de façon natu-
relle à l’algèbre des polynômes sur l’espace dual a∗ × n∗, alors l’application linéaire Φlr
suivante est un morphisme surjectif de a-modules (ce qui se voit à l’aide d’une base de n
et sa base duale) :
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(
n⊗l ,n⊗l
)→ HomK(Λrn,S l−ra ⊗ Srn) :
ψ1 ⊗ · · · ⊗ψl →
(
(φ,α) → (v1 ∧ · · · ∧ vr → trace(ψ1φ) · · · trace(ψl−rφ)〈
(αψl−r+1)∧ · · · ∧ (αψl), v1 ⊗ · · · ⊗ vr
〉))
où on a utilisé a∗ ∼= a, et φ,ψ1, . . . ,ψl ∈ a, α ∈ n∗ et v1, . . . , vr ∈ n. Grâce à l’équivariance
de Φlr il vient que l’espace Φlr(HomK(n⊗l ,n⊗l)a) est égal à l’espace HomK(Λrn,S l−ra⊗
Srn)a.
L’espace des a-invariants, HomK(n⊗l ,n⊗l)a est déterminé par le théorème classique de
H. Weyl (voir par exemple [12, p. 29] pour le cas d’un corps algébriquement clos ou [31,
p. 214] pour le cas d’un corps ordonné suivant un raisonnement de G.B. Gurevich, 1948) :
soit Sl le groupe symétrique d’ordre l, et pour une permutation σ ∈ Sl soit σˆ l’élément de
HomK(n⊗l ,n⊗l ) défini par
σˆ (w1 ⊗ · · · ⊗wl) := wσ(1) ⊗ · · · ⊗wσ(l).
Alors d’après le théorème de H. Weyl
HomK
(
n⊗l ,n⊗l
)a = {∑
σ∈Sl
aσ σˆ
∣∣ aσ ∈ K}.
Soit e1, . . . , em une base de n et e1, . . . , em la base duale. Alors les éléments Eij ∈ a définis
par Eij (ek) := δikej forment une base de a. Soit σ ∈ Sl , alors on voit sans peine que σˆ =∑m
i1,...,il=1 E
i1
iσ (1)
⊗ · · · ⊗ Eiliσ(l) , alors pour φ =
∑m
i,j=1 φijE
j
i ∈ a et α =
∑m
i=1 αiei ∈ n∗
on a
Φlr
(
σˆ
)
(φ,α) =
m∑
i1,...,il=1
trace
(
φE
i1
iσ (1)
) · · · trace(φEil−riσ (l−r))(αEil−r+1iσ (l−r+1))∧ · · · ∧ (αEiliσ(l))
=
m∑
i1,...,il=1
φ
i1
iσ (1)
· · ·φil−riσ (l−r)αiσ(l−r+1) · · ·αiσ(l)eil−r+1 ∧ · · · ∧ eil .
Quand on regarde la décomposition en cycles de σ , on trouve des entiers positifs 1 a1 
· · · ap et 1 b1  · · · br tels que l = a1 + · · · + ap + b1 + · · · + br et
Φlr
(
σˆ
)
(φ,α) = εtrace(φa1) · · · trace(φap)(αφb1−1)∧ · · · ∧ (αφbr−1) (3.1)
où ε ∈ {−1,1}. Il est bien connu que les polynômes Casimir ξ1, . . . , ξm ∈ Sa définis
par ξa :φ → trace(φa) engendrent librement l’anneau commutatif des invariants (Sa)a,
voir par exemple [8] : c.-à-d. (Sa)a est isomorphe à l’anneau des polynômes en m va-
riables K[ξ1, . . . , ξm]. Remarquons que ξa est de la forme ξa = Φlr(
∑m
i1,...,ia=1 E
i1
i2
⊗· · ·⊗
E
ia−1 ⊗Eia ).ia i1
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chaînes de n : on a
(
δξa
)
(v)(φ,α) = −(v.ξa)(φ,α) = − a∑
s=1
trace
(
φE
i1
i2
) · · · 〈α,Eisis+1v〉 · · · trace(φEiai1 )
= −
a∑
s=1
φ
i1
i2
· · ·φis−1is
〈
α,E
is
is+1v
〉
φ
is+1
is+2 · · ·φ
ia
i1
= −a〈α,φa−1v〉.
Puisque δ préserve les cochaînes a-invariantes, alors δξa ∈ HomK(Λ1n,Sag)a. D’après
l’équation (3.1) il s’ensuit que tout élément de F ∈ HomK(Λrn,S lg)a est de la forme
F =
m∑
a1,...,ar=1
Fa1···ar
(
ξ1, . . . , ξm
)
δξa1 ∧ · · · ∧ δξar (3.2)
où Fa1···ar (ξ1, . . . , ξm) ∈ K[ξ1, . . . , ξm]. D’un autre coté, il est clair que tout élément de la
forme (3.2) est une cochaîne a-invariante de HomK(Λrn,S lg). Les δξa (1 a m) sont
indépendants sur l’anneau K[ξ1, . . . , ξm] car une équation g1δξ1 + · · · + gmδξm = 0 avec
g1, . . . , gm ∈ K[ξ1, . . . , ξm], évaluée sur (φ,α, v) ∈ a×n∗×n, impliquerait g1[φ]1+· · ·+
gm[φ]φm−1 = 0 (où ga[φ] := ga(trace(φ), . . . , trace(φm))), donc ga[φ] = 0 pour la partie
dense (au sens de Zariski) de a de tous les φ ∈ a ayant des valeurs propres deux-à-deux
différentes, alors ga = 0 quel que soit 1 a m. Puisque
δF =
m∑
a1,...,ar=1
δ
(
Fa1···ar
(
ξ1, . . . , ξm
))∧ δξa1 ∧ · · · ∧ δξar
=
m∑
a1,...,ar ,ar+1=1
∂Fa1···ar
∂ξar+1
(
ξ1, . . . , ξm
)
δξar+1 ∧ δξa1 ∧ · · · ∧ δξar
on voit sans peine que le cocomplexe (HomK(Λn,Sg)a, δ) est isomorphe au cocomplexe
de Koszul (K[ξ1, . . . , ξm] ⊗ Λn∗, δK) qui est acyclique (lemme de Poincaré algébrique),
voir par exemple [20, p. 141]. Alors la cohomologie HCE(n,Sg)a est isomorphe à K, ce
qui montre le premier énoncé du théorème.
D’après le théorème de Hochschild–Serre 2.2, appliqué à la sous-algèbre simple s :=
sl(m,K) de a on a H2CE(a,K) ∼= H2CE(s,K) ⊕ H1CE(s,K) qui est réduit à {0} grâce aux
lemmes de Whitehead. 
Remarque 3.1. Le cas m = 1, c’est à dire l’algèbre de Lie du groupe affine de la droite,
r2, peut se démontrer de manière directe.
Corollaire 3.2. La somme directe d’une algèbre de Lie semi-simple s de dimension finie et
de l’algèbre de Lie gl(m,K)×Km est infinitésimalement fortement rigide.
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4.1. Rigidité de l’algèbre de Lie
Théorème 4.1. Si g est une algèbre de Lie, de dimension finie sur K, fortement rigide,
alors elle est rigide en tant qu’algèbre de Lie.
Démonstration. On suppose que l’algèbre enveloppante Ug de g soit rigide, mais l’al-
gèbre de Lie g ne soit pas rigide : alors il existerait une déformation formelle non triviale
(g[[t]],µt ) de g avec µt = ∑∞n=0 µntn telle que la classe de µ1 soit non nulle dans
H2CE(g,g). Puisque g est de dimension finie, alors le K[[t]]-module g[[t]] est isomorphe au
module libre g⊗K K[[t]]. Soit e1, . . . , en une base de g, y1, . . . , yn les images des vecteurs
de base dans Ug et y′1, . . . , y′n les images des vecteurs de base dans U(g[[t]]). On note •
la multiplication dans U(g[[t]]). Pour toute suite finie croissante I = (i1, . . . , ik) d’indices
dans {1, . . . , n} posons yI := yi1 · · ·yik dans Ug et y′I := y′i1 • · · · • y′ik dans U(g[[t]]).
D’après le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt (qui s’applique à la situation où l’algèbre
de Lie est un module libre sur un anneau commutatif (voir [7, p. 271])) les yI forment une
base de Ug sur K et les y′I forment une base de U(g[[t]]) sur K[[t]]. On voit que l’applica-
tion Φ :Ug⊗KK[[t]] → U(g[[t]]) définie par Φ(yI ) := y′I est un isomorphisme de K[[t]]-
modules. Soit πt :Ug ⊗K K[[t]] × Ug ⊗K K[[t]] → Ug ⊗K K[[t]] la multiplication sur le
module Ug⊗KK[[t]] induite par • et Φ , c.-à-d. πt (a, b) := Φ−1(Φ(a)•Φ(b)). La restric-
tion de πt aux éléments de Ug×Ug définit une application K-bilinéaire Ug×Ug → Ug⊗K
K[[t]] ⊂ Ug[[t]] que l’on note aussi par πt , à savoir πt (u, v) =∑∞n=0 tnπn(u, v) quels que
soient u,v ∈ Ug où πn ∈ HomK(Ug ⊗ Ug,Ug). L’associativité de πt sur trois éléments
u,v,w ∈ Ug entraîne les équations ∑rs=0(πs(πr−s(u, v),w) − πs(u,πr−s(v,w))) = 0
quel que soit r ∈ N. Par conséquent, πt définit une multiplication K[[t]]-bilinéaire associa-
tive sur le K[[t]]-module Ug[[t]] (qui contient Ug ⊗K K[[t]] comme sous-module dense
par rapport à la topologie t-adique) de façon usuelle :
πt
( ∞∑
s
t sus,
∞∑
s′=0
t s
′
vs′
)
:=
∞∑
r=0
t r
∑
s,s′,s′′0
s+s′+s′′=r
πs′′(us, vs′).
En particulier, l’application π0 définit une multiplication associative sur l’espace vecto-
riel Ug, et (Ug[[t]],πt ) est une déformation formelle associative de (Ug,π0). Pour toutes
suites finies croissantes I, J on a π0(yI , yJ ) = Φ−1(y′I • y′J )|t=0 : en ‘ordonnant bien’ le
produit y′I • y′J on obtient des combinaisons linéaires des y′K où la suite finie croissante K
est de longueur inférieure ou égale à la somme des longueurs de I et de J dont les coeffi-
cients ne contiennent que les constantes de structure du crochet µ0 de l’algèbre de Lie g car
t = 0. Donc π0 est égale à la multiplication de l’algèbre enveloppante Ug et (Ug [[t]],πt )
est donc une déformation formelle associative de l’algèbre enveloppante Ug. Il s’ensuit
que π1 est un 2-cocycle de Hochschild de Ug, et la restriction de π1 sur X,Y ∈ g vérifie
µ1(X,Y ) = π1(X,Y )− π1(Y,X) ∀X,Y ∈ g (4.1)
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qui précède, peut être considérée comme une sous-algèbre associative de (Ug[[t]],πt ).
La rigidité de Ug implique qu’il existe un isomorphisme formel ϕt = ∑∞r=0 ϕr tr , avec
ϕ0 = IdUg et ϕn ∈ HomK(Ug,Ug) tel que
ϕt
(
πt (u, v)
)= πt(ϕt (u),ϕt (v)) ∀u,v ∈ Ug,
ce qui est équivalent à
∞∑
r=0
t r
∑
a,b0
a+b=r
ϕa
(
πb(u, v)
)= ∞∑
r=0
t r
∑
a,b,c0
a+b+c=n
πa
(
ϕb(u),ϕc(v)
) ∀u,v ∈ Ug. (4.2)
Pour r = 1, la relation précédente devient
π1(u, v) = (δHϕ1)(u, v) ∀u,v ∈ Ug (4.3)
où δH est l’opérateur cobord de Hochschild (voir [27]) par rapport à la multiplication π0
de l’algèbre enveloppante.
Alors les formules (4.1) et (4.3) impliquent
µ1(X,Y ) = (δHϕ1)(X,Y )− (δHϕ1)(Y,X)
= Xϕ1(Y )− ϕ(XY)+ ϕ(X)Y − Yϕ1(X)+ ϕ(YX)− ϕ(Y )X
= (δCEϕ1)(X,Y ) ∀X,Y ∈ g (4.4)
où δCE est l’opérateur cobord de Chevalley–Eilenberg (voir [7]).
Par conséquent µ1 est un cobord de Chevalley–Eilenberg et sa classe est nulle
dans H2CE(g,g), d’où une contradiction. 
Ce théorème permet de restreindre la recherche d’algèbres enveloppantes rigides aux
seules algèbres de Lie rigides. Pour les propriétés et la classification des algèbres de Lie
rigides, voir [1,4,6,24,25].
4.2. Deuxième groupe de cohomologie scalaire
Dans ce paragraphe, on établit un critère cohomologique qui assure qu’une algèbre de
Lie n’est pas fortement rigide. Soit (g, [, ]) une algèbre de Lie sur l’anneau commutatif K .
Soit ω ∈ Z2CE(g,K) un 2-cocycle scalaire de g. Soit gω = g ⊕ Kc une extension centrale
unidimensionnelle de g par rapport à ω dont le crochet [, ]′ est défini de la façon usuelle
par
[X + ac,Y + bc]′ := [X,Y ] +ω(X,Y )c ∀X,Y ∈ g, a, b ∈ K. (4.5)
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deuxième groupe de cohomologie scalaire H2CE(g,K) soit non trivial. Alors, g n’est pasfortement rigide.
Démonstration. Soit ω ∈ Z2CE(g,K) un 2-cocycle de classe non nulle et soit gtω[[t]] l’ex-
tension centrale unidimensionnelle de l’algèbre de Lie g[[t]] = g⊗KK[[t]] sur K = K[[t]]
par rapport à tω (voir (4.5)). Dans l’algèbre enveloppante U(gtω[[t]]) de gtω[[t]] on
note la multiplication par • et on considère l’idéal bilatère I := (1 − c′) • U(gtω[[t]]) =
U(gtω[[t]]) • (1 − c′) (où c′ désigne l’image de c dans U(gtω[[t]])) et l’algèbre quotient
Utωg := U(gtω[[t]])/I . Soit e1, . . . , en une base de g sur K. Alors c, e1, . . . , en est une
base de gtω[[t]] sur K[[t]]. Soient y1, . . . , yn les images des vecteurs de base dans Ug
et c′, y′1, . . . , y′n les images des vecteurs de base dans U(gtω[[t]]). Pour toute suite finie
croissante I = (i1, . . . , ik) d’indices dans {1, . . . , n} posons yI := yi1 · · ·yik dans Ug et
y′I := y′i1 • · · · • y′ik dans U(g[[t]]). D’après le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt, les yI
forment une base de Ug sur K, et les c′•i0 • y′I (où i0 ∈ N et c
′•i0 := 1) forment une base
de U(gtω[[t]]) sur K[[t]]. En passant à l’algèbre quotient Utωg, on voit que c′•i0 s’identifie
à 1. En notant la multiplication dans Utωg par · et les images de y′1, . . . , y′n par la projec-
tion canonique par y′′1 , . . . , y′′n , on voit que tout y′I est envoyé sur y′′I := y′′i1 · · · · · y′′in .
Il s’ensuit que les éléments y′′I forment une base de l’algèbre quotient Utωg. Comme
dans la démonstration du théorème 4.1 précédent, l’application Φ :Ug ⊗K K[[t]] → Utωg
donnée par yI → y′′I définit un isomorphisme de K[[t]]-modules libres. De façon complè-
tement analogue à celle de la démonstration précédente on montre que la multiplication
induite sur Ug ⊗K K[[t]] par la multiplication · de Utωg et Φ définit une suite d’appli-
cations πt = ∑∞r=0 πr tr , où πr ∈ HomK(Ug ⊗ Ug,Ug) avec les propriétés suivantes :
(1) πt définit une déformation formelle associative de l’algèbre associative (Ug,π0), c.-à-d.
une multiplication K[[t]]-bilinéaire sur le K[[t]]-module Ug[[t]] (qui contient le K[[t]]-
module Ug ⊗K K[[t]] comme sous-espace dense par rapport à la topologie t-adique), et
(2) π0 est la multiplication usuelle de l’algèbre enveloppante Ug de g. Par conséquent,
π1 est un 2-cocycle de Hochschild de Ug, et sur tous X,Y ∈ g ⊂ Ug on a la relation :
ω(X,Y )1 = π1(X,Y ) − π1(Y,X) car l’algèbre de Lie gtω[[t]] s’injecte dans l’algèbre
quotient Utωg, et donc dans Ug ⊗K K[[t]] ⊂ Ug[[t]].
Supposons que Ug soit rigide, donc en particulier, la déformation πt est triviale. Alors
il existe un 1-cocycle de Hochschild ϕ1 ∈ C1H (Ug,Ug) tel que π1 = δH (ϕ1). Par suite, il
vient ∀X,Y ∈ g :
ω(X,Y )1 = π1(X,Y )− π1(Y,X) = δH (ϕ1)(X,Y )− δH (ϕ1)(Y,X) = δCE(ϕ1)(X,Y ).
On en déduit que ω est un cobord de Chevalley–Eilenberg et sa classe est nulle dans
H2CE(g,K), d’où la contradiction. 
4.3. Quelques contre-exemples
Soit g une algèbre de Lie rigide, selon [4], elle se décompose sous la forme g = s⊕t⊕n,
où s est une sous-algèbre de Levi, n est le nilradical et t est un tore (une sous-algèbre
abélienne réductive) et telle que le radical de g soit égal à t ⊕ n comme espace vectoriel.
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Corollaire 4.1. Les algèbres de Lie suivantes ne sont pas fortement rigides :
1. Toute algèbre de Lie nilpotente g de dimension strictement supérieure à un.
2. Toute algèbre de Lie g = s ⊕ t ⊕ n dont le tore t est de dimension supérieure ou égale
à 2. En particulier, les sous-algèbres de Borel d’une algèbre de Lie semi-simple non
isomorphe à sl(2,K) ne sont pas fortement rigides.
3. Les algèbres de Lie rigides qui sont des produits semi-directs de sl(2,K) par les
sl(2,K)-modules irréductibles Kn avec n pair.
Démonstration. La première assertion est une conséquence d’un résultat classique de
Dixmier concernant les algèbres de Lie nilpotentes [14] :
H2CE(g,K) = 0 si dim(g) 2.
Pour (2) on applique le théorème de Hochschild–Serre et le fait que pour une sous-algèbre
abélienne on ait H2CE(t,K) = {0}.
(3) Les sl(2,K)-modules irréductibles Kn avec n pair possèdent une forme symplec-
tique ω invariante par sl(2,K), par suite en appliquant le théorème de factorisation de
Hochschild–Serre on a
H2CE(g,K)  H2CE
(
Kn,K
)sl(2,K) = {0}
puisque ce dernier contient ω. 
5. Quantification par déformation
Dans ce paragraphe on pose K = C. On rappelle la notion de star-produit associé à
une structure de Poisson, ainsi que le théorème de Kontsevitch qui en assure l’existence.
Le star-produit associé à la structure de Poisson linéaire d’une algèbre de Lie servira à
déformer l’algèbre enveloppante, on parle dans ce cas de déformation par quantification.
5.1. Star-produits
Dans la théorie de quantification par déformation (voir [3]) on considère des déforma-
tions formelles particulières d’une algèbre associative et commutative :
Définition 5.1. Soit A = C∞(M) l’algèbre associative commutative des fonctions C∞ à
valeurs réelles ou complexes sur une variété M munie d’une structure de Poisson P . Le
crochet de Poisson sur A qui en résulte est noté {, }.
Un ∗-produit sur A est une déformation associative formelle de A
f ∗λ g =
∞∑
λrBr(f, g)r=0
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1. Le ∗-produit plongé dans l’espace A[[λ]] des séries formelles en λ à coefficients
dans A est associative, c’est à dire :
∀r ∈ N,
r∑
i=0
(
Bi
(
Br−i (f, g),h
)−Bi(f,Br−i (g,h)))= 0.
2. B0(f, g) = fg (la multiplication point par point).
3. B1(f, g)−B1(g, f ) = {f,g} et Br(f,g) = (−1)rBr(g,f ).
4. Br(f,1) = Br(1, f ) = 0 ∀r > 0.
5. Les Br sont bilinéaires.
La condition 3 implique que [f,g] := 12λ (f ∗λ g − g ∗λ f ) est une déformation de la
structure de Lie {, }.
5.2. La formule de Kontsevitch
Dans le domaine des star-produits, après le théorème d’existence dans le cas symplec-
tique [11], le résultat le plus spectaculaire fut donné par Kontsevitch en 1997 (voir [32]) :
Soient M une variété de Poisson et (x1, . . . , xn) des coordonnées locales sur M . On pose
A= C∞(M). Soit P = 12
∑
Pa,b∂a ∧ ∂b (avec ∂i la dérivée partielle ∂∂xi , i = a, b) un bi-
vecteur de Poisson sur M .
Théorème 5.1 (M. Kontsevitch, 1997). Il existe un star-produit sur toute variété de Pois-
son (M,P ).
Pour la variété de Poisson (Rn, 12
∑n
a,b=1 Pab∂a ∧ ∂b) Kontsevitch utilise l’Ansatz
suivant pour l’opérateur bidifférentiel Br du star-produit : soient f,g ∈ C∞(Rn), 2r =
n1 + · · · + nr + M + N une partition de l’entier positif 2r en somme d’entiers positifs et
soit σ une permutation de {1,2, . . . ,2r}. On note le couple ((n1, . . . , nr ,M,N),σ ) par Γr ,
et on définit l’opérateur bidifférentiel par
BΓr (f, g) :=
n∑
a1,...,a2r=1
(
∂n1Paσ(1)aσ(2)
∂xa1 ···∂xan1
· · · ∂nr P aσ(2r−1)aσ(2r)
∂xan1+···+nr−1+1 ···∂xan1+···+nr
∂Mf
∂xan1+···+nr+1 ···∂xan1+···+nr+M
∂Ng
∂xan1+···+nr+M+1 ···∂xa2r
)
. (5.1)
L’opérateur Br s’obtient comme une combinaison linéaire particulière d’opérateurs du type
précédent paramétrée par tous les couples Γr possibles. Kontsevitch représente les Γr par
certains graphes, dits admissibles, à r+2 sommets (correspondant à r copies de la structure
de Poisson et à deux fonctions) et 2r arrêtes (correspondant à 2r dérivées partielles) dans
le demi-plan supérieur, et les coefficients réels wΓr de la combinaison linéaire s’obtiennent
par une intégration liée à l’image géométrique du graphe (voir [32, p. 5] ou [2] pour des
détails). Dans le cas simple où Γr = (0, . . . ,0,M = r,N = r, σ ), σ(2k − 1) := k,σ (2k) =
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vitch K s’écrit de la manière suivante :
K :=
∞∑
r=0
λrBr :=
∞∑
r=0
λr
∑
Γr
wΓrBΓr . (5.2)
La formule de Kontsevitch s’étend facilement aux structures de Poisson complexes (qui
sont des sections dans le fibré de bivecteurs complexifié), et on voit aisément que si R2n ∼=
Cn et f,g et P sont holomorphes, alors f  g sera holomorphe. De plus, si f,g et P
sont des applications polynômiales complexes, alors il en est de même pour le star-produit
de Kontsevitch f  g. Finalement, si la structure de Poisson P elle-même est une série
formelle P =∑∞s=0 t sPs où tous les Ps sont des champs de bivecteurs tels que [P,P ]s = 0,
la formule de Kontsevitch donne une déformation de la variété de Poisson (Rn,P0) à deux
paramètres λ et t .
Une construction des premiers termes de manière algébrique est donnée dans [40].
5.3. L’algèbre enveloppante Ug à la Kontsevitch
Soit (g, [ , ]) une algèbre de Lie de dimension finie sur C et g∗ son dual algébrique.
L’algèbre symétrique Sg est identifiée à l’algèbre des fonctions polynômes sur g∗. Soient
(ei)i=1,...,n une base de g, et (ei)i=1,...,n sa base duale et x =∑ni=1 xiei ∈ g∗. Soit P0 ∈
Sg ⊗Λ2g∗ la structure de Poisson linéaire (2.13) provenant du crochet de Lie de g.
Il y a un star-produit G assez naturel sur (g∗,P0), dû à Simone Gutt [26] : pour tout
ξ ∈ g soit eξ :g∗ → C la fonction exponentielle eξ (x) := e〈x,ξ〉 ; et pour tous ξ, η ∈ g on
définit :
eξ G eη := eH(ξ,η) (5.3)
où H(ξ,η) ∈ g[[λ]] est la série de Baker–Campbell–Hausdorff,
H(ξ,η) := ξ + η
+
∞∑
n=1
(−1)n
n+ 1
∑
k1,...,kn0
l1,...,ln0
ki+li1
λ
∑n
i=1 ki+li (ad(ξ))
k1(ad(η))l1 · · · (ad(ξ))kn(ad(η))ln
(k1 + · · · + kn + 1)k1! · · ·kn!l1! · · · ln! ξ.
(5.4)
Ce star-produit a les propriétés suivantes :
Proposition 5.1 (S. Gutt, 1983). Quels que soient les polynômes f,g de Sg le star-produit
f G g est un polynôme en λ et pour λ = 1 on a
f G1 g := f G g|λ=1 = ω−1
(
ω(f )ω(g)
)
où ω est l’isomorphisme linéaire de symétrisation entre Sg et Ug (2.2). En particulier,
l’algèbre associative (Sg, G1) est isomorphe à l’algèbre enveloppante Ug.
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Il s’avère que le star-produit de Gutt est en général différent de celui de Kontsevitch.
G. Dito a fait la comparaison :
Proposition 5.2 (G. Dito, 1999). Soit K le star-produit de Kontsevitch (5.2) pour la
variété de Poisson (g∗,P0).
Alors B2(f, g) = B2(g, f ) quels que soient f,g ∈A et
ξ K η − η K ξ = λ[ξ, η] ∀ξ, η ∈ g ∼= g∗∗ ⊂A. (5.5)
En outre, il existe une équivalence ρ entre G et K (c.-à-d. ρ(f G g) = ρ(f ) K
ρ(g) ∀f,g ∈A) qui est de la forme
ρ = exp
(∑
r2
λrarDr
)
(5.6)
où ar ∈ C et Dr est un opérateur différentiel d’ordre r à coefficients constants qui
contient r dérivées partielles.
Démonstration. Ces énoncés sont tous démontrés dans l’article de Dito [13]. 
On a le corollaire suivant :
Corollaire 5.1. Soient f,g ∈ Sg. Alors le star-produit f K g est un polynôme en λ et
pour λ = 1 on obtient donc une multiplication associative K1 sur Sg définie par
f K1 g := (f K g)|λ=1. (5.7)
L’algèbre associative (Sg, K1) est isomorphe à l’algèbre enveloppante Ug de g.
Démonstration. Soient δ1 et δ2 les degrés des polynômes f et g. L’opérateur bidifféren-
tiel Br contient r fois la structure de Poisson linéaire P0 et 2r dérivées partielles. Donc, il
reste toujours au moins r dérivées qui sont distribuées sur f et g. Il s’ensuit que Br(f,g) =
0 si r > δ1 + δ2, d’où la convergence du star-produit K sur les polynômes. On déduit de la
formule (5.6) de Dito que l’opérateur différentiel ρr dans ρ =∑∞r=0 λrρr contient exacte-
ment r dérivées partielles : alors ρ converge aussi sur tout polynôme f et définit ainsi une
bijection C-linéaire ρ(1) :Sg → Sg par ρ(1)(f ) := ρ(f )|λ=1. D’après la proposition 5.2 de
Dito ρ(1) définit un isomorphisme d’algèbres associatives (Sg, G1) → (Sg, K1). Alors
(Sg, K1) est isomorphe à l’algèbre enveloppante grâce à la proposition 5.1 de Gutt. 
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Dans ce paragraphe, on va étudier les déformations de l’algèbre enveloppante Ug d’une
algèbre de Lie complexe (g, [ , ]) qui s’obtiennent à l’aide d’une déformation polynô-
miale Pt de la structure de Poisson linéaire P0 (2.13) sur l’algèbre symétrique Sg :
6.1. Le théorème
Théorème 6.1. Soient (g, [ , ]) une algèbre de Lie de dimension finie n sur C, g∗ son dual
algébrique, Sg l’algèbre des fonctions polynômiales sur g∗, Ug l’algèbre enveloppante
de g et P0 le champ de bivecteurs de la structure de Poisson linéaire (2.13) sur g∗.
On suppose qu’il existe une suite (Pa)a∈N de bivecteurs polynômiaux (Pa ∈ Sg⊗∧2g∗)
tels que tous les crochets de Schouten
∑
i+j=a[Pi,Pj ]s = 0 quels que soient a ∈ N et P1
n’est pas cohomologue à 0.
Alors Pt =∑a0 taPa est une déformation non triviale de la structure de Poisson P0
et elle induit une déformation non triviale de l’algèbre enveloppante Ug par la formule de
Kontsevitch. En particulier, l’algèbre de Lie g n’est pas fortement rigide.
Démonstration. On considère la déformation ˆK de l’algèbre symétrique Sg[[t]] induite
par les formules de Kontsevitch (5.1) et (5.2) pour la structure de Poisson formelle Pt .
Alors pour tout entier positif r , les opérateurs bidifférentiels de Kontsevitch (5.1) sont des
séries formelles en t :
BΓr (f, g) =
∑
k0
tkBk,Γr
avec
Bk,Γr (f, g) :=
∑
b1,...,br0
b1+···+br=k
n∑
a1,...,a2r=1
( ∂n1Paσ(1)aσ(2)b1
∂xa1 ···∂xan1
· · · ∂
nr P
aσ(2r−1)aσ(2r)
br
∂xan1+···+nr−1+1 · · · ∂xan1+···+nr
∂Mf
∂xan1+···+nr+1 ···∂xan1+···+nr+M
∂Ng
∂xan1+···+nr+M+1 ···∂xa2r
)
. (6.1)
On pose Br,k(f, g) :=∑Γr wΓrBk,Γr (f, g), et le star-produit de f et de g est de la forme
suivante :
f ˆK g =
∑
r,k0
λr tkBr,k(f, g),
et induit donc une déformation à deux paramètres λ et t de l’algèbre symétrique Sg.
On va montrer que cette déformation est convergente en λ sur les polynômes : soient f
et g deux polynômes dans Sg tels que f est homogène de degré δ1 et g est homogène
de degré δ2. On fixe r et k. Alors le coefficient en tk de BΓr (f, g), Bk,Γr (f, g) consiste
en r − k copies de la structure de Poisson linéaire P0 et k copies des autres bivecteurs
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fini Nk de bivecteurs Pbi pour lesquels bi  1. Soit d le maximum des degrés de P0 et de
ces autres bivecteurs. D’après la formule (6.1), le degré polynômial δ de Bk,Γr (f, g) est
majoré de la manière suivante :
δ  (r − k)1 + dk + δ1 + δ2 − 2r = (d − 1)k + δ1 + δ2 − r.
Par conséquent, Bk,Γr (f, g) = 0 si r  (d − 1)k + δ1 + δ2 + 1. Il s’ensuit que cette dé-
formation est convergente en λ sur les polynômes f,g. On peut donc fixer λ = 1, et
on obtient une multiplication associative ˆK1 à un seul paramètre t sur Sg[[t]]. Pour
k = 0, la formule (6.1) ne contient que la structure de Poisson linéaire P0 : alors la mul-
tiplication ˆK1 est une déformation formelle associative (en t) de la multiplication K1
(voir (5.7)) sur Sg. Puisque l’algèbre associative complexe (Sg, K1) est isomorphe à
l’algèbre enveloppante Ug d’après le corollaire 5.1, on a donc construit une déformation
formelle associative µt =∑∞r=0 t rµr de l’algèbre enveloppante Ug.
Supposons maintenant que µt soit triviale : alors il existerait une série St := 1 +∑∞
r=1 t rSt où Sr ∈ HomC(Ug,Ug) telle que St (µt (f, g)) = µ0(St (f ), St (g)) quels que
soient f,g ∈ Ug[[t]]. En particulier, pour r = 1 et f = ξ, g = η avec ξ, η ∈ g on aurait
µ1(ξ, η) = −S1
(
µ0(ξ, η)
)+µ0(S1(ξ), η)+µ0(ξ, S1(η)),
alors, grâce à (5.5) :
µ−1 (ξ, η) := µ1(ξ, η)−µ1(η, ξ)
= −S1[ξ, η] + S1(ξ) K1 η − η K1 S1(ξ)− S1(η) K1 ξ + ξ K1 S1(η).
Puisque la transformation d’équivalence de Dito (5.6) en λ = 1, ρ(1), donne ρ(1)(ξ) = ξ
quel que soit ξ ∈ g on obtient
ρ−1(1)
(
µ−1 (ξ, η)
)= −ρ−1(1) (S1[ξ, η])+ ρ−1(1) (S1(ξ)) G1 η − η K1 ρ−1(1) (S1(ξ))
−ρ−1(1)
(
S1(η)
)
K1 ξ + ξ K1 ρ−1(1)
(
S1(η)
)
= −ρ−1(1)
(
S1[ξ, η]
)+ [ρ−1(1) (S1(ξ)), η]− [ρ−1(1) (S1(η)), ξ]
= (δCE(ρ−1(1) ◦ S1))(ξ, η)
car le star-produit de Gutt G1 est isomorphe à la multiplication associative sur Sg obte-
nue à l’aide de l’isomorphisme ω (2.2) qui est un morphisme de g-modules. Le terme µ1
est une somme d’opérateurs bidifférentiels du type Bk,Γr+1(ξ, η) (6.1) avec k = 1. Cet
opérateur contient r fois la structure de Poisson linéaire P0 et une fois le champs de bivec-
teurs P1. Si ε est le degré maximal de µ1|g×g, alors le degré de Bk,Γr+1(ξ, η) est inférieur
ou égal à ε − r , donc il est maximal pour r = 0. Dans ce cas, la composante de degré ε
de Bk,Γr+1(ξ, η) est proportionnelle à P1(ξ, η) avec un poids non nul. En considérant la
composante de degré ε dans l’équation précédente et en notant que ρ(1) ne change pas
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Chevalley–Eilenberg, contrairement à l’hypothèse. Alors la déformation de l’algèbre en-
veloppante est non triviale. 
Remarque 6.1. Les deux théorèmes 4.1 et 4.2, dans le cas K = C, peuvent également se
déduire du théorème 6.1.
6.2. Applications
On montre que les algèbres de Lie rigides t1 ⊕n5,6 et sl(2,C)⊕n3 ne sont pas fortement
rigides en appliquant le théorème 6.1.
6.2.1. Algèbre de Lie résoluble t1 ⊕ n5,6
On considère l’algèbre de Lie résoluble rigide t1 ⊕ n5,6 de dimension 6, définie relati-
vement à la base {X0,X1,X2,X3,X4,X5} par
[X0,Xi] = iXi, i = 1, . . . ,5, (6.2)
[X1,Xi] = Xi+1, i = 2,3,4, (6.3)
[X2,X3] = X5 (6.4)
les autres crochets étant nuls ou déduits des précédents par antisymétrie.
Proposition 6.1. Soit P ∈ Sg ⊗ ∧2g∗ défini par (α,β, γ ∈ C3 \ {(0,0,0)}) :
P1 = βX22
∂
∂X1
∧ ∂
∂X3
+γ
(
−X2X3 ∂
∂X1
∧ ∂
∂X4
+X2X5 ∂
∂X3
∧ ∂
∂X4
)
+ αX1X5 ∂
∂X2
∧ ∂
∂X4
. (6.5)
Alors [P,P ]s = 0 = [P0,P ]s et P n’est pas cohomologue à 0. En particulier g n’est pas
fortement rigide.
Démonstration. Un calcul direct montre que [P,P ]s = 0 = [P0,P ]s .
Soit S2g l’espace des polynômes quadratiques (de degré 2) de variables X0, X1, X2, X3,
X4, X5. On détermine l’espace des 2-cochaînes quadratiques S2g ⊗ ∧2g∗ et l’espace des
1-cochaînes quadratiques S2g⊗g∗. On montre qu’il n’existe aucun élément A de S2g⊗g∗
tel que dCEA = P . Alors g n’est pas fortement rigide d’après le théorème 6.1. 
6.2.2. Produit semi-direct de sl(2,C) par n3
On considère l’algèbre de Lie parfaite rigide g = sl(2,C) ⊕ n3 produit semi-direct de
sl(2,C) par n3, l’algèbre de Heisenberg.
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fiant les relations suivantes :
[h, e] = 2e, [h,f ] = −2f, [e, f ] = h, [q,p] = z,
[h,q] = q, [h,p] = −p, [e,p] = q, [f,q] = p
les autres crochets étant nuls ou déduits des précédents par antisymétrie.
L’action induite de sl(2,C) sur n∗3 à l’aide de la base duale p∗, q∗, z∗ de p,q, z :
h · q∗ = −q∗, h · p∗ = p∗, e · q∗ = −p∗, f · p∗ = −q∗
les autres actions étant nulles. En appliquant le théorème de factorisation de Hochschild–
Serre on a :
H2CE(g,Sg)  H2CE(n3,Sg)sl(2,C).
Lemme 6.1. Soit Φ ∈ Sg⊗ g∗ (1-cocycle) avec Φ = g1q∗ + g2q∗ + g3z∗, et gi ∈ Sg on a
δCE
(
z∗
)= −q∗ ∧ p∗, (6.6)
δCE(Φ) =
([q,g2] − [p,g1] − g3) · q∗ ∧ p∗ + [q,g3] · q∗ ∧ z∗ + [p,g3] · p∗ ∧ z∗.
(6.7)
Lemme 6.2. Le sous-espace vectoriel F de S2g défini par
F = {g3 ∈ S2g: [q,g3] = [p,g3] = 0}
est engendré par z2, q2 − 2ez, pq + hz, et p2 + 2f z. On a F ⊂ Sn3 avec Sn3 l’idéal de
Sg engendré par n3.
Proposition 6.2. Soit P ∈ Sg ⊗ ∧2n∗3 défini par
P := C q∗ ∧ p∗ avec C := h2 + 4ef.
C est l’élément de Casimir quadratique de Ssl(2,C).
Alors P est sl(2,C)-invariant, [P,P ] = 0 = [P0,P ] et P n’est pas cohomologue à 0
dans H2CE(n3,Sg)sl(2,C). En particulier, g n’est pas fortement rigide.
Démonstration. On vérifie facilement que P est sl(2,C)-invariant, et [P,P ] = 0 =
[P0,P ]. On suppose qu’il existe un Φ = g1q∗ + g2q∗ + g3z∗ ∈ S2g ⊗ g∗ tel que
dCE(Φ) =
([q,g2] − [p,g1] − g3)q∗ ∧ p∗ + [q,g3]q∗ ∧ z∗ + [p,g3]p∗ ∧ z∗ = Cq∗ ∧ p∗
d’après le lemme 6.1. Puisque q∗ ∧ p∗, q∗ ∧ z∗, q∗ ∧ p∗ forment une base de ∧2n∗3, on
a g3 ∈ F ⊂ Sn d’après le lemme 6.2. Or [q,g2], [p,g1] ∈ Sn et par suite C = ([q,g2] −
[p,g1] − g3) ∈ Sn, d’où une contradiction.
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rigide d’après le théorème 6.1. 
6.3. Classification des algèbres fortement rigides de dimension inférieure à six
On utilise la classification des algèbres de Lie rigides de dimension inférieure à sept,
donnée par Carles et Diakité [5,6] et les résultats précédents pour classifier les algèbres de
Lie fortement rigides.
Théorème 6.2. Toute algèbre de Lie fortement rigide de dimension n 6 est isomorphe à
l’une des algèbres de Lie suivantes :
{0}, K, r2, sl(2,K), gl(2,K), sl(2,K)× r2,
sl(2,K)× sl(2,K), gl(2,K)×K2.
7. Linéarisation des structures de Poisson
Ce problème a été posé par Weinstein [44, p. 537] : étant donné une variété de Pois-
son (M,P ) dont la structure de Poisson P s’annule en un point x0 ∈ M , il s’agit de voir si
il existe un difféomorphisme (C∞ ou formel) tel que P soit isomorphe à sa partie d’ordre 1
en x0, P0 (voir [9,10,18,37,45] pour des résultats dans ce domaine). D’un point de vue
formel c.-à-d. quand on remplace P par sa série de Taylor autour de x0 on ne considère
que des déformations formelles de P0 qui sont au moins quadratiques.
Du théorème 6.1, on déduit le résultat suivant :
Théorème 7.1. Toute structure de Poisson dont la partie linéaire correspond à une algèbre
de Lie fortement rigide est formellement linéarisable.
La réciproque de ce théorème n’est pas vraie en général : pour l’algèbre de Lie g somme
semi-directe K × K2, où la sous-algèbre K agit sur le nilradical abélien K2 par des mul-
tiples de l’identité, on a que le deuxième groupe de cohomologie H2CE(g,
⊕∞
i=0,i =1 S ig)
s’annule, alors elle est linéarisable (voir [18]), mais g n’est pas rigide en tant qu’algèbre
de Lie, car on peut aisément remplacer l’action de K sur K2 par une autre action linéaire.
Donc g n’est pas fortement rigide.
La linéarisabilité de l’algèbre de Lie gl(m,K) × Km qui est fortement rigide, voir le
théorème 3.3, a été obtenue à l’aide d’une démonstration géométrique par Dufour et Zung,
voir [19].
Remarque 7.1. La structure de Poisson P0 + P1 définie dans (6.5) de la proposition 6.1
n’est pas formellement linéarisable parce qu’elle admet P1 comme déformation quadra-
tique non triviale.
M. Bordemann et al. / Journal of Algebra 285 (2005) 623–648 647Remerciements
Nous remercions Aleksei Bolsinov, Roger Carles, Jean-Paul Dufour, Michel Goze et
Freddy Van Oystaeyen pour les fructueuses discussions et propositions. Ainsi que le referee
pour ses remarques très utiles.
Références
[1] J.M. Ancochea-Bermúdez, M. Goze, Algèbres de Lie rigides dont le nilradical est filiforme, C. R. Acad. Sci.
Paris 312 (1991) 21–24.
[2] D. Arnal, D. Manchon, M. Masmoudi, Choix des signes pour la formalité de Kontsevitch, Prépublication,
Universités de Metz et de Nancy, math.QA/0003003, 2000.
[3] F. Bayen, M. Flato, C. Frønsdal, A. Lichnerowicz, D. Sternheimer, Deformation theory quantization I/II,
Ann. Phys. 111 (1978) 61–110, 111–151.
[4] R. Carles, Sur la structure des algèbres de Lie rigides, Ann. Inst. Fourier 34 (1984) 65–82.
[5] R. Carles, Weight systems for complex Lie algebras, Preprint, Université de Poitiers, 96, 1996.
[6] R. Carles, Y. Diakité, Sur les variétés d’algèbres de Lie de dimension 7, J. Algebra 91 (1984) 53–63.
[7] H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton University Press, 1946.
[8] C. Chevalley, Invariants of finite groups generated by reflections, Amer. J. Math. 77 (1955) 778–782.
[9] J.F. Conn, Normal forms for analytic Poisson structures, Ann. of Math. 119 (1984) 577–601.
[10] J.F. Conn, Normal forms for smooth Poisson structures, Ann. of Math. 121 (1985) 565–593.
[11] M. DeWilde, P.B.A. Lecomte, Existence of star-products and of formal deformations of the Poisson Lie
algebra of arbitrary symplectic manifolds, Lett. Math. Phys. 7 (1983) 487–496.
[12] J.A. Dieudonné, J.B. Carell, Invariant Theory, Old and New, Academic Press, New York–London, 1971.
[13] G. Dito, Kontsevitch star-product on the dual of a Lie algebra, math.QA/9905080, 1999.
[14] J. Dixmier, Cohomologie des algèbres de Lie nilpotentes, Acta Sci. Math. 16 (3–4) (1955) 246–250.
[15] J. Dixmier, Algèbres Enveloppantes, Gauthier–Villars, Paris, 1974. Version anglaise : Enveloping Algebras,
Grad. Stud. in Math., Amer. Math. Soc., 1996.
[16] V.G. Drinfel’d, Hopf algebras and the quantum Yang–Baxter equation, Dokl. Akad. Nauk SSSR 283 (1985)
1060–1064; Soviet Math. Dokl. 32 (1985) 254–258.
[17] V.G. Drinfel’d, Quantum Groups, in: Proc. Int. Cong. Math., Berkeley, 1986, Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 1987, pp. 798–820.
[18] J.-P. Dufour, Linéarisation de certaines structures de Poisson, J. Differential Geom. 32 (1990) 415–428.
[19] J.-P. Dufour, N.T. Zung, Nondegeneracy of the Lie algebra aff (n), preprint, math.SG/0208036.
[20] B.V. Fedosov, Deformation Quantization and Index Theory, Akademie, Berlin, 1996.
[21] M. Gerstenhaber, On the deformation of rings and algebras II, Ann. of Math. 79 (1964) 59–103.
[22] M. Gerstenhaber, The cohomology structure of an associative ring, Ann. of Math. 78 (1963) 267–288.
[23] M. Gerstenhaber, S.D. Shack, Relative Hochschild cohomology, rigid algebras, and the Bockstein, J. Pure
Appl. Algebra 43 (1986) 53–74.
[24] M. Goze, J. Ancochea-Bermúdez, On the classification of rigid Lie algebra, J. Algebra 245 (2001) 68–91.
[25] M. Goze, E. Remm, Valued deformations of algebras, math.RA/0210475, 2002.
[26] S. Gutt, An explicit ∗-product on the cotangent bundle of a Lie group, Lett. Math. Phys. 7 (1983) 249–258.
[27] G. Hochschild, On the cohomology groups of an associative algebra, Ann. of Math. 46 (1945) 58–87.
[28] G. Hochschild, J.-P. Serre, Cohomology of Lie algebras, Ann. of Math. 57 (1953) 72–144.
[29] M. Jimbo, A q-difference analogue of U(g) and the Yang–Baxter equation, Lett. Math. Phys. 10 (1985)
63–69.
[30] C. Kassel, Quantum Groups, Grad. Texts in Math., vol. 155, Springer-Verlag, New York, 1995.
[31] I. Kolárˇ, P. Michor, J. Slovák, Natural Operations in Differential Geometry, Springer, Berlin, 1993.
[32] M. Kontsevitch, Deformation quantization of Poisson manifolds, q-alg/9709040, 1997.
[33] P.B.A. Lecomte, Application of the cohomology of graded Lie algebras to formal deformation of Lie alge-
bras, Lett. Math. Phys. 13 (1987) 157–166.
648 M. Bordemann et al. / Journal of Algebra 285 (2005) 623–648[34] G. Leger, E. Luks, Cohomology theorems for Borel-like solvable Lie algebras in arbitrary characteristic,
Canada J. Math. 24 (1972) 1019–1028.
[35] A. Makhlouf, M. Goze, Classification of rigid associative algebras in low dimensions, in: M. Goze (Ed.),
Lois d’algèbres et variétés algébriques, in: Collection travaux en cours, vol. 50, Hermann, 1996.
[36] A. Makhlouf, Degeneration rigidity and irreducible component of Hopf algebras, preprint, math.RA/
0211187; Algebra Colloq., in press.
[37] P. Monnier, N.T. Zung, Levi decomposition for smooth Poisson structures, preprint, math.DG/0209004.
[38] A. Nijenhuis, R.W. Richardson, Cohomology and deformations in graded Lie algebras, Bull. Amer. Math.
Soc. 72 (1) (1966) 1–29.
[39] T. Petit, Sur les algèbres enveloppantes des algèbres de Lie rigides, thèse de doctorat, Université de Haute
Alsace, novembre 2001.
[40] M. Penkava, P. Vanhaecke, Deformation quantization of polynomial Poisson algebras, J. Algebra 227 (2000)
365–393.
[41] G. Rauch, Effacement et déformation, Ann. Inst. Fourier 22 (1972) 239–269.
[42] R.W. Richardson, On the rigidity of semi-direct products of Lie algebras, Pacific J. Math. 22 (1967) 339–
344.
[43] I. Vaisman, Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds, Birkhäuser, Basel, 1994.
[44] A. Weinstein, The local structure of Poisson manifolds, J. Differential Geom. 18 (1983) 523–557.
[45] A. Weinstein, Poisson geometry of the principal series and nonlinearizable structures, J. Differential
Geom. 25 (1987) 55–73.
